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6KAPITOLA 1.
Úvod
Cílem této bakalářské práce je pro vhodně zvolená data nalézt entropické řešení pro
jednorozměrnou hyperbolickou skalární parciální diferenciální rovnici:
∂u
∂t
+ div f(u) = 0,
kde u = u(t, x) : R+ ×R → R a f(u) : R → R je nespojitá funkce toku. Daná Cauchyova
počáteční podmínka bude typu:
u(0, x) =
{
ul, pro x < 0,
ur, pro x > 0.
kde ul a ur je z R. Abychom toto úspěšně zvládli, seznámíme se s problematikou hyper-
bolických skalárních zákonů zachování a zavedeme pojem slabého řešení. Dále vyložíme,
jak vybrat „fyzikálně” správné jednoznačné řešení pomocí entropického přístupu.
Poté se budeme zabývat alternativním přístupem přes inverzní zobrazení, který vede
ke korektní deﬁnici řešení i pro nespojité toky. Nakonec nalezneme explicitní řešení pro
jednorozměrný případ pro vhodně zvolený nespojitý tok a data úlohy.
Úkažeme také, že hyperbolické skalární zákony zachování s nespojitými toky jsou mo-
tivovány různými zajímavými fyzikálními problémy.
Všem, kteří budou číst tuto práci, přeji příjemný matematický a fyzikální požitek.
S pozdravem
Adam Rubal
7KAPITOLA 2.
Fyzikálně motivované problémy
2.1. Zákony zachování ve fyzice
Zákony zachování hrají ve fyzice zásádní roli. Odvoďme si nyní zákon zachování neboli
rovnici kontinuity ve třech dimenzích pro nějaké kontinuum.
Uvažujme část prostoru o objemu V0, potom množství kontinua v tomto objemu je∫
ρ dV , kde ρ je hustota kontinua a integrujeme přes objem V0. Množství kontinua, které
proteče za jednotku času skrze plošný element dS plochy obklopujicí objem V0, je ρv ·dS,
kde v je rychlost toku kontinua. Velikost vektoru dS je rovna velikosti plošného elementu a
jeho směr je shodný se směrem vnější normály. Výraz ρv ·dS je kladný, jestliže kontinuum
vytéká z objemu V0 a záporný, jestliže kontinuum vtéká do objemu V0. Celkové množství
kontinua vytékajícího z objemu V0 za jednotku času je∮
∂V0
ρv · dS,
kde integrujeme přes povrch uzavírající objem V0 a tečka značí skalární součin.
Úbytek hmoty kontinua za jednotkový čas v objemu V0 můžeme vyjádřit jako
− ∂
∂t
∫
V0
ρ dV .
Tento úbytek musí být vyvážen hmotou, která vteče do tohoto objemu, tedy
− ∂
∂t
∫
V0
ρdV =
∮
∂V0
ρv · dS.
Převedeme-li pomocí Greenovy věty plošný integrál na objemový, dostaneme
∫
V0
[
∂ρ
∂t
+ div(ρv)
]
dV = 0.
Jelikož toto platí pro libovolný objem, musí být integrand roven nule, tedy
∂ρ
∂t
+ div(ρv) = 0,
což je námi hledaná rovnice kontinuity. V tomto případě předpokládáme, že hustota kon-
tinua ρ závisí spojitě na prostorových souřadnicích a stejně tak i rychlost toku kontinua
v je spojitá v čase i prostoru a je navíc spojitě diferencovatelná.
8Případ hyperbolických skalárních zákonů zachování s nespojitým tokem si předvedeme
na kinematickém dopravním modelu a fázových přechodech.
2.2. Dopravní model
Podobně jako rovnici kontinuity můžeme odvodit „zákon zachování vozidel”pro jedno-
rozměrný dopravní problém
∂
∂t
ρ(x, t) +
∂
∂x
(ρ(x, t)v(x, t)) = 0, (1)
kde ρ je hustota vozidel jako funkce polohy x a času t a v(x, t) je rychlost auta v místě x a
čase t. Dále budeme předpokládat, že řidiči přizpůsobují svou rychlost pouze v závislosti
na hustotě dopravy, tedy rychlost v je funkcí hustoty ρ. Rovnice (1) potom přejde ve
skalární zákon zachování
∂
∂t
ρ+
∂
∂x
(ρv(ρ)) = 0, x ∈ R, t > 0, (2)
kde v(ρ) je rychlost vozidla při hustotě dopravy ρ. V literatuře lze nalézt mnoho modelů
popisujících závislost v(ρ). Budeme uvažovat nejčastější volbu
v(ρ) = vmaxV (ρ), (3)
kde vmax je maximální rychlost, kterou řidič vyvine na volné silnici, a V (ρ) je faktor,
jenž popisuje řidičovo přizpůsobování rychlosti v přítomnosti dalších vozidel. Deﬁnujme
ρv(ρ) = vmaxf(ρ), kde
f(ρ) :=
{
ρV (ρ), pro 0 ≤ ρ ≤ ρmax,
0, pro ρ < 0 a ρ > ρmax,
(4)
kde ρmax je hustota, která odpovídá dopravní zácpě, neboli situaci „nárazník na náraz-
ník”.
Náš model nyní můžeme rozšířit tak, abychom zahrnuli náhlé změny silničních pod-
mínek. Řekněme, že maximální rychlost vmax ze (3) není konstantní, ale závisí nespojitě
na lokalitě x, neboli vmax = vmax(x). Například předpokládejme, že nad částí vozovky,
resp. nad jejím segmentem [a, b], je náledí, což nutí řidiče snížit maximální rychlost na
hodnotu v∗max < vmax.Uvažme nyní
vmax(x) =
{
vmax, pro x < a a x > b,
v∗max, pro x ∈ (a, b). (5)
Abychom nyní přepsali náš „zákon zachování vozidel” pro nespojitý tok reprezentující
náhlé změny na silnici, zaveďme γ := vmax(x), a přepišme (2) pomocí (5) jako
∂
∂t
ρ+
∂
∂x
(γ(x)f(ρ)) = 0. (6)
9Výsledkem je tedy skalární zákon zachování s tokem nespojitým v prostorové souřad-
nici x.
2.3. Nespojité toky ve fyzice
Při matematickém popisu fázových přechodů v mechanice tekutin nebo kontinua se
často setkáme se systémem nelineárních zákonů zachování prvního řádu s nekonvexním
tokem. Držíme-li jednu nebo více závislých proměnných konstantní, můžeme získat ska-
lární zákon zachování se spojitým tokem, jenž vypadá následovně:
f(u)
uba
obr.1
kde interval [a, b] odpovídá fázovému přechodu.
Konverguje-li interval [a, b] k jedinému bodu, je možné získat jako limitu nespojitý tok
s následujícím grafem:
f(u)
u
10
obr.2
deﬁnovanou jako
f(u) = u+ 1−H(u),
kde H je tzv. Heavisidova funkce (deﬁnována jako H(u) = 1 pro u > 0 a H(u) = 0 pro
u < 0).
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KAPITOLA 3.
Matematická teorie
3.1. Hyperbolické zákony zachování
Zákony zachování hrají ve fyzice významnou roli. Matematický popis fyzikálních pro-
blémů vede na zákony zachování různých veličin, od zákona zachování hmoty v jeho
různých formách až po zákony zachování energie či hybnosti.
Soustava rovnic zákonů zachování má tvar
∂u
∂t
+
∂
∂xj
fj(u) = 0, v R+ ×Rd, (7)
kde x ∈ Rd, t > 0. Dále u = (u1, . . . , us), kde u má fyzikálně význam hustoty sledované
veličiny, zatímco f = (f1, . . . , fd) reprezentuje tok odpovídající příslušné veličině.
Nechť O ⊆ Rs je oblast a nechť fj , 1 ≤ j ≤ d, jsou hladké funkce zobrazující O na Rs.
Hledáme řešení u : R+ × Rd → O rovnice (7).
Označme pro j = 1, . . . , d Jj jakobián toku fj
[Jj(u)]ik =
∂fji
∂uk
(u), kde i, k = 1, . . . , s. (8)
Systém zákonů zachování nazýváme hyperbolickým, jestliže pro všechna u ∈ O a každý
vektor α = (α1, . . . , αd) ∈ Rd platí, že matice
J(α,u) = αjJj(u) (9)
má s reálných vlastních čísel
λ1(u, α) ≤ · · · ≤ λs(u, α)
a je diagonalizovatelná. Jestliže má matice (9) s různých vlastních hodnot λ1 < · · · < λs,
nazýváme systém (7) striktně hyperbolický.
3.2. Hyperbolické skalární zákony zachování
V této práci se zabýváme výhradně skalárními jednodimenzionálními zákony zacho-
vání, tedy případem, kdy s = 1 a d = 1. Deﬁnice a věty v následujících kapitolách
tedy budeme formulovat převážně pro tento případ. V tomto případě je zákon zachování
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(7) automaticky hyperbolický, neboť Jj(u) je rozměru 1 × 1 a funkce f je reálná reálné
proměnné.
Pro náš skalární jednodimenzionální hyperbolický zákon zachování budeme uvažovat
Cauchyovu úlohu typu
∂u
∂t
+
∂
∂x
f(u) = 0, v R+ × R, (10)
u(0, ·) = u0, v R, (11)
kde f ∈ C1 je tok a u0 : R → R je daná funkce. Hledáme řešení u(t, x), kde t hraje
roli času a x je prostorová souřadnice. V našem případě budeme u0 volit jako funkci po
částech konstantní. Takto zadaná úloha s po částech konstantní počáteční podmínkou se
také nazývá Riemmannův problém.
3.3. Slabé řešení
Nejdříve si povšimněme, že řešení úlohy (10) s počáteční podmínkou (11) nemusí být
obecně spojité pro libovolně hladká data úlohy. To je důsledkem toho, že klasické řešení
úlohy (10) a (11) je konstantní podél charakteristik. Musíme tedy opustit pojem klasic-
kého řešení a hledat méně regulární řešení u. Pokusme se zavést jiný, méně přísný pojem
řešení tak, abychom mohli nějak vyřešit danou úlohu.
Je jasné, že daná úloha nemusí mít smysl, pokud u není spojitě diferencovatelné.
Nicméně předpokládejme na okamžik, že u je hladké a pokusme se přepsat původní úlohu
tak, aby explicitně neobsahovala derivace u. Násobme tedy rovnici (10) hladkou funkcí v,
integrujme per partes a s využitím (11) převeďme derivaci na v. Přesněji, předpokládejme,
že v má následující vlastnosti.{
v : R× [0,∞) → R, je hladká,
má kompaktní nosič.
Takovou funkci v nazýváme funkcí testovací.
Vynásobme tedy rovnici (10) testovací funkcí v a integrujme per partes
0 =
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
(
∂u
∂t
+ div f(u)
)
v dx dt
= −
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
u
∂v
∂t
dx dt−
∫ ∞
−∞
uv dx |t=0
−
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
f(u)
∂v
∂x
dx dt.
Uvážíme-li počáteční podmínku (11), dostaneme
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
(
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
)
dx dt+
∫ ∞
−∞
u0v dx |t=0 = 0. (12)
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Tuto rovnost (12) jsme odvodili za předpokladu, že u je hladké řešení úlohy (10), (11),
nicméně výsledná rovnost má smysl i pro u, jež je pouze lokálně integrovatelné. To nás
vede k následující slabší deﬁnici řešení původního problému.
Deﬁnice. Řekneme, že u ∈ L∞(R+×R) je slabé řešení úlohy (10), (11), pokud rovnost
(12) platí pro každou testovací funkci v.
3.4. Rankine-Hugoniotovy podmínky
Předpokládejme, že máme slabé řešení úlohy (10), (11). Co můžeme vyčíst z rovnice
(12)?
Uvažme tedy u s následující jednoduchou strukturou. Nechť je V ⊂ R× R+ otevřená
oblast a u je hladké na obou stranách hladké křivky C. Nechť je Vr část V „napravo”
od křivky C a Vl je část „nalevo”. Jak jsme řekli, předpokládáme, že u je slabé řešení
(10), (11). Dále předpokládejme, že první derivace u jsou stejnoměrně spojité ve Vr a Vl.
Řešení u má nespojitý skok přes křivku C.
Zvolme testovací funkci v s kompaktním nosičem ve Vr a aplikujme ji na rovnost (12)
0 =
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
(
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
)
dx dt = −
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
(
∂u
∂t
+ div f(u)
)
v dx dt. (13)
Integrace per partes je ospravedlněna, neboť u ∈ C1 ve Vr a hraniční člen vymizí díky
tomu, že v má kompaktní nosič ve Vr. Jelikož (13) platí pro každou testovací funkci v s
kompaktním nosičem ve Vr, máme
∂u
∂t
+ div f(u) = 0, ve Vr. (14)
Stejným postupem odvodíme (volíme testovací funkci v s kompaktním nosičem ve Vl)
∂u
∂t
+ div f(u) = 0, ve Vl. (15)
Nyní zvolme testovací funkci v s kompaktním nosičem ve V , která nemusí nutně vy-
mizet podél křivky C. Uvážíme-li (12), získáme
0 =
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
dx dt
=
∫ ∫
Vl
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
dx dt
+
∫ ∫
Vr
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
dx dt.
(16)
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Jelikož má v kompaktní nosič ve V , platí
∫ ∫
Vl
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
dx dt = −
∫ ∫
Vl
(
∂u
∂t
+
∂
∂x
f(u)
)
v dx dt
+
∫
C
(
uln
2 + f(ul)n
1
)
v dl
=
∫
C
(
uln
2 + f(ul)n
1
)
v dl
(17)
díky (14). Dolní index „l” značí limitu z leva, n = (n1, n2) je jednotkový normálový
vektor ke křivce C, směřující z Vl do Vr. Stejným postupem získáme z (15)∫ ∫
Vr
u
∂v
∂t
+ f(u)
∂v
∂x
dx dt = −
∫
C
(
urn
2 + f(ur)n
1
)
v dl, (18)
kde horní index „r” značí limitu z prava.
x
t
C
Vl
Vr
n
obr.3
Sečteme-li nyní předcházející rovnosti (17) a (18), získáme s využitím (16)
∫
C
[
(f(ul)− f(ur))n1 + (ul − ur)n2
]
v dl = 0.
Vzhledem k tomu, že tato rovnost platí pro každou testovací funkci v, máme dále
(f(ul)− f(ur))n1 + (ul − ur)n2 (19)
podél křivky C.
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Předpokládejme nyní, že křivka C je parametrizována jako [(x, t); x = s(t)] pro nějakou
hladkou funkci s(·) : [0,∞) → R. Jednotková normála k této křivce je kolmá k tečně
křivky a má tedy tvar n = (n1, n2) = (1 + s′2)−1/2(1,−s′). Potom díky (19) získáme
f(ul)− f(ur) = s′(ul − ur) (20)
ve V podél křivky C. Zavedeme-li následující notaci
⎧⎨
⎩
[[u]] = ul − ur
[[f(u)]] = f(ul)− f(ur)
σ = s′
přepíšeme (20) na
[[f(u)]] = σ[[u]], (21)
což platí podél křivky nespojitosti C. Rovnice (21) se nazývá Rankine-Hugoniotova pod-
mínka. Všimněme si, že hodnoty rychlosti σ a hodnot ul, ur, f(ul) a f(ur) se obecně
mění podél křivky C, ale vždy tak, aby platilo (21).
V této kapitole jsme tedy ukázali, že je-li u slabým řešení (10), (11), potom u je
klasické řešení v oblastech, kde u je C1 a splňuje Rankine-Hugoniotovy podmínky na
křivce nespojitosti.
3.5. Příklad-nevazká Burgerova rovnice
Burgerova rovnice je jednou ze základních rovnic popisujících proudění vazké kapaliny.
Jednorozměrná Burgerova rovnice má tvar
∂u
∂t
+
∂
∂x
(
u2
2
)
= 
∂2u
∂x2
,
kde ∂
2u
∂x2
je tzv. vazký člen.
Uvedenou teorii si ilustrujeme na případu Burgerovy nevazké rovnice
∂u
∂t
+
∂
∂x
(
u2
2
)
= 0, (22)
kde jsme zanedbali vazký člen, s počáteční podmínkou
u(0, x) =
{
ul, pro x < 0,
ur, pro x > 0,
(23)
kde ul 	= ur. Tento příklad je volně převzat z [1]. Rankine-Hugoniotova podmínka (21)
pro σ ∈ R má tvar
σ =
ur + ul
2
, (24)
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kdykoliv se u mění skokem z ul na ur přes křivku se směrnicí σ v t − x rovině. Jelikož
řešení, jak známo, musí být konstantní podél charakteristik, zjistíme pomocí Rankine-
Hugoniotovy podmínky (24), že řešení má například tvar
u(t, x) =
{
ul, pro x <
ul+ur
2 t,
ur, pro x >
ul+ur
2 t,
(25)
kde u se mění skokem podél přímky se směrnicí σ v t−x rovině z hodnoty ul na hodnotu
ur. Je vidět, že řešení u splňuje Rankine-Hugoniotovu podmínku na přímce nespojitosti
a je konstantní mimo ni, tedy splňuje zde (22) a (23) v klasickém smyslu. Podle toho, co
jsme si ukázali v minulé sekci, se tedy jedná i o slabé řešení.
Existují ale i jiná řešení našeho problému (22), (23), například jednoparametrická třída
řešení
ua(t, x) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
ul, pro x < s1t,
−a, pro s1t < x < 0,
a, pro 0 < x < s2t,
ur, pro x > s2t,
(26)
kde
s1 =
ul − a
2
, s2 =
ur + a
2
.
Zvolíme-li a > max(ul,−ur), pak s1 > 0 a s2 < 0 a vše dává smysl. Tato řešení ua
splňují Rankine-Hugoniotovy podmínky na přímkách, přes které je řešení nespojité a v
oblastech, kde je řešení ua spojité, triviálně splňuje Burgerovu rovnici. Stejně jako výše
se tedy jedná i o slabé řešení.
Zvolíme-i navíc ul < ur, potom charakteristiky t = x−x0ul , podél nichž je řešení kon-
stantní, vycházející z (0, x0) pro x0 < 0 se neprotnou s charakteristikami t =
x−x0
ur
,
vycházejícími z (0, x0) pro x0 > 0. Vznikne tedy mezera-oblast v x− t rovině, daná jako
G ≡ {(t, x), ult < x < urt}, která neobsahuje žádné charakteristiky. Tato mezera může
být vyplněna takovou funkcí, že výsledné řešení uc je slabým řešením (22), (23) a je
spojité pro t > 0. Toto řešení má tvar
uc(t, x) =
⎧⎨
⎩
ul, pro x ≤ ult,
x
t , pro ult < x < urt,
ur, pro x ≥ urt,
(27)
neboť uvnitř G platí
∂uc
∂t
+ uc
∂uc
∂x
= − x
t2
+
x
t
1
t
= 0,
a řeší tedy úlohu v klasickém smyslu.
Vidíme tedy, že slabé řešení není obecně jednoznačně určeno. Pokusme se tedy na-
jít určitou podmínku, která zaručí jednoznačnost a zároveň vybere fyzikálně adekvátní
řešení.
3.6. Motivace entropické nerovnosti
Hledejme tedy další zákon zachování, jenž bude vybírat fyzikálně správné řešení a bude
navíc automaticky splněn pro každé spojité řešení. Hledáme tedy podmínku pro η, q ∈ C1
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tak, že pro spojité u platí
∂
∂t
η(u) +
∂
∂x
q(u) = 0. (28)
Vynásobíme-li (10) η′(u) a použijeme pravidlo o derivaci složenné funkce, získáme
∂
∂t
η(u) + η′(u)f ′(u)
∂u
∂x
= 0. (29)
Vidíme tedy, že jestliže pro η, q ∈ C1 a pro všechna u ∈ R platí
η′(u)f ′(u) = q′(u), (30)
potom (28) je automaticky splněno pro spojitá řešení u úlohy (10), (11).
Jestliže je u po částech C1 řešení úlohy (10), potom (28) platí v oblastech, kde u ∈ C1
a stejně jako pro Rankine-Hugoniotovy podmínky odvodíme, že platí
σ[[η(u)]] = [[q(u)]] (31)
podél křivky nespojitosti. Tato podmínka ale není obecně kompatibilní s námi odvozenou
Rankine-Hugoniotovou podmínkou (21), což si ukážeme na našem příkladu Burgerovi rov-
nice. Později nahradíme (31) odpovídající nerovností a sformulujeme si věty, jež dokážou,
že naše motivace je korektní.
Uvažme tedy náš příklad (22) a vezměme ul = 1 a ur = 0. Rankine-Hugoniotova
podmínka (21) pak říká, že s = 12 . Vezměme tedy dále η(u) = u
k a q(u) = k
k+1u
k+1, jež
vyhovují podmínce (30). Máme tedy, že pro η(u) a q(u) je s = kk+1 	= 12 pro k 	= 1. To
by tedy znamenalo, že neexistuje slabé řešení (22) splňující dodatečný zákon zachování
(28) pro polynomiální η(u). Musíme se tedy poohlédnout po obecnější podmínce pro naše
řešení.
3.7. Entropická nerovnost
K odvození entropické nerovnosti použijeme metodu tzv. mizející viskozity. Ta spočívá
v tom, že místo naší původní úlohy (10), (11) uvážíme perturbovanou parabolickou úlohu
∂u
∂t
+
∂
∂x
f(u) = 
∂2u
∂x2
v R+ × R, (32)
u(0, ·) = u0 v R, (33)
která se ukazuje mít spojité řešení pro spojitá data.
Vynásobme nyní (32) výrazem η′(u) a užitím pravidla o derivaci složenné funkce pro
dostatečně hladké u získáme
∂
∂t
η(u) + η′(u)f ′(u)
∂u
∂x
= η′(u)
∂2u
∂x2
. (34)
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Předpokládejme dále, že η ∈ C2(R). S využitím podmínky kompatibility (30) získáme
∂
∂t
η(u) +
∂
∂x
q(u) = 
∂2
∂x2
η(u)− η′′(u)
∣∣∣∣∂u

∂x
∣∣∣∣
2
. (35)
Abychom mohli předchozí rovnost (35) dále upravit, předpokládejme, že η je konvexní.
To tedy znamená, že η′′ ≥ 0, díky čemuž dostaneme
∂
∂t
η(u) +
∂
∂x
q(u) ≤  ∂
2
∂x2
η(u) (36)
pro každé hladké řešení úlohy (32), (33). Nerovnost (36) můžeme dále nahlížet jako pa-
rabolickou perturbaci nerovnice
∂
∂t
η(u) +
∂
∂x
q(u) ≤ 0. (37)
Předpokládáme-li dále, že byl stanoven jakýsi typ konvergence u k u, např.
u → u s.v. v R+ × R, (38)
‖ u ‖L∞(R+×R)≤ C, (39)
potom je snadné ukázat, že (36) implikuje (37) ve slabém smyslu.
Předchozí úvahy nás vedou k následující deﬁnici entropického řešení, jehož oprávněn-
nost zaručí věta o jednoznačnosti entropického řešení, kterou si zformulujeme posléze.
Nejdříve si zaveďme pojem entropického páru zákona zachování (10), (11). Následující
deﬁnice jsou uvedeny např. v [1].
Deﬁnice 2. Nechť η ∈ C1(R) je konvexní funkce.Jestliže existuje funkce q ∈ C1(R) tak,
že pro každé u ∈ R platí
η′(u)f ′(u) = q′(u), (40)
potom (η, q) nazveme entropickým párem zákona zachování (10), (11).
S touto deﬁnicí můžeme dále zavést pojem entropického řešení problému (10), (11).
Deﬁnice 3. Slabé řešení u úlohy (10), (11) nazveme entropickým řešením, jestliže pro
každý entropický pár η, q problému (10), (11) je splněna tzv. entropická nerovnost
∂
∂t
η(u) +
∂
∂x
q(u) ≤ 0 (41)
v následujícím smyslu: pro každou testovací funkci φ ∈ D(R× R), φ ≥ 0, platí
∫ ∞
0
∫
R
[
(η(u)− η(u0)) ∂φ
∂t
+ q(u)
∂φ
∂x
]
dx dt ≥ 0. (42)
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Následující věta nám potvrdí, že námi zkonstruované řešení je jednoznačným entro-
pickým řešením problému (10), (11) ve smyslu deﬁnice 3. Věta i s důkazem je uvedena
v [1].
Věta 1. Nechť u0 ∈ L∞(R) a f ∈ C1(R).Potom existuje právě jedno entropické řešení
problému (10), (11).
Vzhledem k tomu, že pro explicitní výpočet entropického řešení v 5. kapitole budeme
aproximovat nespojitý tok po částech lineární funkcí, je na místě zmínit, že z hustoty C1
funkcí v prostoru spojitých funkcí plyne, že větu 1 můžeme použít i pro tok f ∈ C.
Ukažme si tedy nyní na našem příkladě Burgerovy rovnice (22), že entropická nerovnost
(37) vybere pouze jedno z námi zkonstruovaných řešení.
Uvažme tedy počáteční podmínku (23). Pomocí Rankine-Hugoniotova přístupu mů-
žeme stejně jako v kapitole 3.4. odvodit, že na křivce nespojitosti C musí platit
σ[[η(u)]] ≥ [[q(u)]] (43)
pro každý entropický pár η, q. Jelikož dále platí q′(u) = uη′(u), získáme pomocí (43)
1
2
(ul + ur) (η(ur)− η(ul)) ≥
∫ ur
ul
λη′(λ) dλ, (44)
což by mělo platit pro všechna konvexní η ∈ C1(R).
Předpokládejme nyní, že ul < ur. Potom zvolme η(u) = (u − c0)2, kde c0 = ul+ur2 ,
tedy platí η(ul) = η(ur). Vyčíslíme-li ale integrál na pravé straně, snadno nahlédneme,
že je roven 16 (ur − ul)3 > 0, což dává spor. Musí tedy platit ul ≥ ur. Věta 1 nám pak
zaručí, že se jedná o jednoznačné entropické řešení.
Náš závěr je tedy následující: Rankine-Hugoniotova podmínka (43) pro Burgerovu
rovnici (22) implikuje, že pro po částech C1 slabé řešení není povolen skok z ul na ur,
ul < ur, když x roste.
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KAPITOLA 4.
Hyperbolické zákony s nespojitými toky
4.1. Alternativní deﬁnice řešení
V této kapitole zavedeme ekvivalentní přístup k entropickému řešení problému se spo-
jitým tokem F
∂u
∂t
+
∂
∂x
F (u) = 0, v R+ × R, (45)
u(0, ·) = u0, v R, (46)
∂
∂t
E(u) +
∂
∂x
Q(u) ≤ 0, (47)
kde (E,Q) je entropický pár.
Tento alternativní pohled na problém nám posléze umožní zavést koncept entropického
řešení i pro nespojité toky1. Následující věta je i s důkazem uvedena např. v [2].
Věta 2. Nechť F je spojité.Nechť dále existují u ∈ L∞(R+ × R), g ∈ L∞(R+ × R) a
hladké invertibilní striktně rostoucí funkce U,G tak, že U = G−1.Navíc, nechť u = U(g)
s.v. v R+ × R.Potom u řeší (45) a (47) ve smyslu distribucí tehdy a právě tehdy, když g
řeší následující problém
∂
∂t
U(g) +
∂
∂x
F (U (g)) = 0, (48)
∂
∂t
Qu(g) +
∂
∂x
QF (g) ≤ 0 (49)
pro libovolný „tok-tokový” pár (Qu, QF ), daný vztahy
Q′u = U
′B′, Q′F = (F ◦ U)′B′, (50)
kde B je libovolná konvexní hladká funkce a (50) platí ve smyslu distribucí.
Jelikož se jedná o klíčové pozorování pro výpočet explicitního řešení příkladu v násle-
dující kapitole, uvedeme si ji i s důkazem.
Důkaz: Ekvivalence (45), (48) je zřejmá z deﬁnice U(g) = u. Ukažme si tedy ekvivalenci
(47) a (49). Dokážeme např. implikaci (47)⇒ (49). Opačná implikace se ukáže podobně.
1Uveďme například, že najdeme-li spojitou funkci U s nespojitou inverzí G tak, že F ◦ U je spojitá,
přestože F je nespojitá, můžeme s pomocí (46) určit jednoznačné entropické řešení původního problému
díky ekvivalenci obou úloh, jíž dokážeme v následující větě.
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Nechť B je libovolná hladká konvexní funkce a Qu, QF jsou dány vztahy (50). Chceme
ukázat, že splňují (49). Deﬁnujme tedy
E(s) := Qu(G(s)), Q(s) := QF (G(s)). (51)
Potom máme E(u) = Qu(g) a Q(u) = QF (g) s.v. v R+×R. K dokončení důkazu nám nyní
stačí využít nerovnost (47) a ukázat, že (E,Q) je entropický pár.Musíme tedy ukázat, že
E je konvexní a že platí Q′ = F ′E′.Ukažme tedy, že E je konvexní, zpočtěme tedy
E′′(s) = (Q′u(G(s))G
′(s))′ = (B′(G(s))U ′(G(s))G′(s))′ = B′′(G(s))G′(s) ≥ 0,
protože B je konvexní a G rostoucí.
Ukažme nyní druhou vlastnost, platí
E′(s) = B′(G(s)),
Q′(s) = F ′(U(G(s)))U ′(G(s))G′(s)B′(G(s)) = F ′(s)B′(G(s)),
což dokončuje důkaz.
4.2. Zákony zachování s nespojitým tokem
V této kapitole chceme náš hyperbolický skalární zákon zachování
∂u
∂t
+
∂
∂x
F (u) = 0, v R+ × R, (52)
u(0, ·) = u0, v R, (53)
zobecnit pro nespojitý tok F (u).
Jelikož se zabýváme nespojitým tokem F , jeví se jako vhodné přeformulovat (52), (53)
v následujícím smyslu, viz [2].
Deﬁnice 4. Nechť u0 ∈ L∞(R) ∩L1(R) a F ∈ L∞loc(R). Řekneme, že pár (u, f) je slabé
řešení problému (52), (53), jestliže
u ∈ L∞(0, T ;L1(R) ∩ L∞(R)), f ∈ L∞(0, T ;L∞(R),
f(t, x) ∈ F (u(t, x)) pro s.v. (t, x) ∈ R+ × R
a platí
−
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
u
∂φ
∂t
dx dt−
∫ ∞
0
∫ ∞
−∞
f
∂φ
∂x
dx dt =
∫
R
u0(x)φ(0, x) dx
pro všechny testovací funkce φ ∈ D(R2).
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Následující věta nám ukáže existenci slabého řešení problému (52), (53) pro nespojitý
tok speciálního tvaru.
Označme M :=‖ u0 ‖∞ a předpokládejme, že existuje λ ∈ R tak, že
F (s) = λs+G(s) pro s ∈ [−M,M ], a nechť existuje (54)
U ∈ C(R) tak, že U = G−1 v G([−M,M ]). (55)
Uveďme, že například pro F libovolnou po částech C1 funkci s konečným počtem
libovolných monotónních2 skoků lze nálézt odpovídající3 λ a funkci G.
Právě tok F , jenž bude mít strukturu monotónních skoků pro nás bude dále důležitý4.
Zformulujme si tedy větu jež nám zaručí existenci řešení úlohy (42), (43) pro nespojitý
tok F (u).Pro důkaz viz [2].
Věta 3. Nechť jsou splněny všechny předpoklady Deﬁnice 4. Nechť dále F splňuje (54),
(55). Potom existuje slabé řešení problému (52), (53).
Vybaveni potřebnými prostředky se můžeme pustit do výpočtu entropického řešení
pro hyperbolický skalární zákon zachování s nespojitým tokem pro námi zvolená data.
2Monotónní skok znamená, že má-li F skok v a a b, potom (F (a)+ − F (a)−) (F (b)+ − F (b)−) ≥ 0,
kde F (s)± := limk→s±F (k).
3Například pro monotónně rostoucí skoky stačí deﬁnovat −λ := infs∈[−M,M]F ′±(s) − 1 a následně
G(s) := F (s)− λs. Z toho již plyne (54), (55).
4Viz kapitola 5.
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KAPITOLA 5.
Řešení konkrétního příkladu
5.1. Formulace problému
Chceme tedy vyřešit hyperbolický skalární zákon zachování
∂u
∂t
+
∂
∂x
f(u) = 0 (56)
s nespojitým tokem f(u), jenž si zvolíme následovně (viz obr.4)
f(u) =
{
u, pro u < 1,
u+ 1, pro u ≥ 1. (57)
u
f(u)
1
obr.4
Okrajovou podmínku položíme pro jednoduchost rovnu
u(0, x) =
{
3, pro x > 0,
0, pro x < 0.
(58)
Graf počáteční podmínky je:
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3
x
u0(x)
obr.5
Funkce f(u) je tedy nespojitá pro u = 1.
5.2. Aproximace
Problém budeme řešit tak, že funkci f(u) aproximujeme po částech spojitě diferenco-
vatelnou funkcí f(u) (viz obr.6), kterou zvolíme jako
f(u) =
⎧⎨
⎩
u, pro u ∈ (−∞, 1− ),
au+ b, pro u ∈ 〈1− , 1 + ),
u+ 1, pro u ∈ 〈1 + ,∞),
(59)
kde
a =
1 + 2
2
, (60)
b =
− 1
2
. (61)
Pomocí metod, vyložených ve 3. kapitole nalezneme entropické řešení problému (56) s
tokem f(u), deﬁnovaným vztahem (59), a pro počáteční podmínku (58). Z předchozích
kapitol víme, že existuje jediné entropické řešení5. Nalezneme tedy entropické řešení pro
tok f(u) a každé  > 06.
5Předpoklady Věty 1, jak lze snadno nahlédnout, jsou patřičně splněny a to, že ji lze použít i pro
f ∈ C, jsme zdůvodnili za Větou 1.
6Limitní přechod ovšem začneme pro  patřičně malé, aby pro jednoduchost platilo, že σ je pořád
konstantní, kupř. pro  < 1
10
.
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Pomocí metody charakteristik a s využitím toho, že na křivce nespojitosti musí ře-
šení splňovat Rankine-Hugoniotovu podmínku, zjistíme, že slabé řešení u úlohy (56) s
počáteční podmínkou (58) odpovídající toku f(u) má například následující tvar
u(t, x) =
{
0, pro x < σt,
3, pro x > σt,
(62)
kde σ je směrnice křivky nespojitosti v t−x rovině odpovídající toku f(u). Pomocí (21)
zjistíme, že pro všechna  > 07 je σ = 43 .
u
f(u)
1
obr.6
Budeme-li mít „štěstí”, zjistíme ověřením entropické nerovnosti, že se jedná i o námi
hledané jednoznačné entropické řešení.
Ověřme tedy, zda je řešení (62) skutečně i námi požadované entropické řešení. Entro-
pické řešení musí navíc, krom toho, že je řešením slabým, splňovat pro libovolný entro-
pický pár entropickou nerovnost (41). Vhodným entropickým párem (η, q) pro naši úlohu
je
η(u) = |u− k| , (63)
q(u) = |f(u)− f(k)| (64)
pro všechna k ∈ R. Pro entropický pár (63), (64) tedy ověřme, zda řešení (62) problému
(56), (58) je řešením entropickým. Pomocí nerovnosti (43) tak získáme
σ[[η(u)]] ≥ [q(u)]]
4
3
(|3− k| − |k|) ≥ |3− k| − |k + 1|
|3− k| ≥ −3 |k + 1|+ 4 |k|
7Viz poznámka 6, to samé máme na mysli i v dalším textu.
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což opravdu platí pro všechna k ∈ R. Vidíme tedy, že pro všechna  > 0 je u dané vzta-
hem (62) entropickým řešením problému (56), (58) pro f(u). Naše řešení u konverguje
pro lim→0 k (viz obr.7)
u(t, x) =
{
0, pro x < σt,
3, pro x > σt,
(65)
jež by odpovídalo řešení pro nespojitý tok f(u) daný vztahem (57), kde σ = 43 . Jelikož ale
pro  = 0 není f=0(u) spojitá, nevíme zatím, zda se skutečně jedná o entropické řešení
problému (56), (58) pro tok (57).
u = 3
u = 0
t
x
obr.7
Problém konvergence pro lim→0 tedy budeme muset uchopit jinak. V následující sekci
ukážeme, že tento limitní přechod lze provést v duální formulaci pomocí inverzního zob-
razení, kde jej také náležitě zdůvodníme. Díky ekvivalenci řešení původního a duálního
přístupu k řešení poté zjistíme, že se jedná skutečně o námi hledané jednoznačné entro-
pické řešení pro nespojitý tok.
5.3. Výpočet přes inverzi
Zkusme nyní uchopit náš problém (56), (57) a (58) pomocí ekvivalentní deﬁnice enro-
pického řešení přes inverzní zobrazení, jíž jsme si formulovali ve Větě 2.
Jelikož je f(u) dané vztahem (59) pro  > 0 striktně rostoucí a spojitou funkcí u, lze
náš problém přeformulovat jako
∂
∂t
U(h) +
∂h
∂x
= 0, kde (66)
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U := (f)
−1
, (67)
h(x, t) := f(u(x, t)). (68)
Počáteční podmínka (58) přejde na
h(0, x) = (U)
−1 (u0(x)), (69)
kde u0(x) = u(0, x) je dáno vztahem (58). Entropické řešení musí dále splňovat následující
entropickou nerovnost
∂
∂t
Qu(h) +
∂
∂x
QF (h) ≤ 0, kde (70)
Q′u = U
′E′, Q′F = (F ◦ U)′E′ (71)
pro E spojité a konvexní. Zpočteme-li inverzi funkce f(u) zadané jako (59), dostaneme
U(h) =
⎧⎨
⎩
h, pro h ∈ (−∞, 1− ),
h−b
a , pro u ∈ 〈1− , 2 + ),
h− 1, pro u ∈ 〈2 + ,∞),
(72)
kde a a b jsou dány vztahy (60), resp. (61). Počáteční podmínka (69) tedy je
h(0, x) =
{
4, pro x > 0,
0, pro x < 0.
(73)
Nyní opět vyřešíme tuto úlohu (66) s tokem (72) a počáteční podmínkou (73) pomocí
metody charakteristik. Výpočet je prakticky shodný s výpočtem v kapitole 5.1., všimněme
si pouze, že v (66) došlo k formální záměně x a t oproti (56). To znamená, že směrnice
přímky σ, určená dle (21) se bude vztahovat k x− t rovině.
Možným kandidátem je opět následující slabé řešení úlohy (66) s tokem (72) a počá-
teční podmínkou (73)
h(t, x) =
{
0, pro x < σ1 t,
4, pro x > σ1 t,
(74)
kde σ1 =
1
σ
= 43 .
Ukažme dále, že se jedná i o řešení entropické. Ze (70) odvodíme stejně jako v kapitole
3.4. věnované Rankine-Hugoniotovým podmínkám
σ1 [[Qu(h)]] ≥ [[QF (h)]], (75)
jen musíme dávat pozor na to, vzhledem k jakému souřadnému systému je zadána směr-
nice přímky nespojitosti určená ze (66).
Nyní si uvědomme, že z deﬁnice platí QF = E a Q′u = E
′U ′, a tedy vhodnými
entropickými páry jsou
E(h) = QF = |h− k| a Qu = |U(h)− U(k)| (76)
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pro všechna k ∈ R.
Pomocí (75) a entropického páru (76) tedy nyní ověřme, že pro každé  > 0 je (74)
entropickým řešením našeho problému. Dosadíme-li tedy entropický pár (76) do (75),
získáme s využitím σ1 =
4
3 pro všechna  > 0
4
3
[[|U(h)− U(k)|]] ≥ [[|h − k|]]
což po dosazení hodnot řešení (74), jež nabývá na obou stranách křivky nespojitosti, dává
4
3
{|U(k)| − |3− U(k)|} ≥ |k| − |4− k| (77)
pro všechna k ∈ R. O tom, že (77) skutečně platí, se lze přesvědčit nejjednodušeji dosa-
zením hodnot z intervalů, kde je U dané vztahem (72) C1 funkcí.
Naše řešení (74) tedy v limitě lim→0 konverguje k
h(t, x) =
{
0, pro x < σ1t,
4, pro x > σ1t,
(78)
kde σ1 = 1σ =
4
3 .
Tento limitní přechod, jenž nebylo možno vypočíst pomocí klasického přístupu, je
nyní možný díky silné konvergenci h a díky stenoměrné konvergenci Qu(h) a QF (h) v
prostoru spojitých funkcí. Navíc dle věty 2 potom h generuje jediné řešení u.
5.4. Závěr
Pomocí duální formulace přes inverzní zobrazení se nám tedy podařilo skrze (78) ověřit,
že (65) je skutečně jednoznačným entropickým řešením (56) s počáteční podmínkou (58)
pro nespojitý tok (57).
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